量子固体の動的記述II : 交換相互作用 by 生井沢, 寛
Title量子固体の動的記述II : 交換相互作用
Author(s)生井沢, 寛








一交 換 相互 作用 -
§1. 序
成蹟大工学部 生 井 沢 寛
(6月19日受理 )
前稿 王1) にかいて,古典的格 子力学の通用 しない童子固体における音波の
理論を与 えた｡ 音波o'3分散関係を得るに当って ,並進対称性に加え,2捧K行
列によるセルフコンシステントな記述 2),3) が重要な役割 を果 した｡こ･の際
用 いられた近似的-ミル トニアンは,周期的な外場及び2俸相互 作用の うちで.
原 子の格子点位置を移動 もしくは交換させる項が省略 し得 るものとして求めら
れた｡ この仮定は古典的格子力学にかいては,当然 o'3番 として前提されている｡
しか しながら,量子固体においては事情はそれ程単純 ではない｡.Ⅰにも詳述 し
た ように ,量子海佐中では原子は零点振動によって大 きな広がDを持つ｡ 2原
子間力o)-ードヲ了の影響で,広がDは大 きくても,原子間の政教函数の重な







測 する事が出来 よう｡ 実際 ,交換瞭分の大いさが数mK程度の弱い反強砲陸路
である事が,固終 5王Ieについてはは確実 となっている0 4)
実際的にも興味深 いので,この論文では量子固体におけ る交換相互作用の問
題 を埋論的に扱 う｡ ここでは,量子回路の基底 エネルギ 問ー題 2)･5)及 び音





約 度原子間の渡 の重 なDは抑 えられているとい う事実 を縫 えて,交換は小さく,
1体原子は依然 として充分良 く局在化 しているもa)と仮定するo そ ここて! iで
a)様に全-ミJL,ト-アンを分類 し,そこで音波 o'D取扱いの出発 となった局在化
近似-ミル ト-アンLFにラ交換項 ,そ して格子点移動項を逐次頗劫窮 として加
えて行 った了､ミル トニアンの拳底 エネルギ ーを求めるo∵第2章Ttcぉサ て,交換
項 まで含めた- ミル トニア.ンを扱 う｡交換項がある為 ,原子ゐ統計 を無視 して
いた IN-2の方法を改良 して,そ こでの2捧方程式 を,原子の入れ換 え対称
性.密考慮 して解 く. この解 よ39,IN-2に従って,2啓U)入れ換 え対称姓に
対応する2個のK行列を導入 し,初 めo'32捧相互 作用 VをKで展開する｡ セル
フコンシステンシイo'D要請 にょtb7-,外場IUは,原子の統計に応 じて,KrLよb
定 められる1｡ 全- ミJL,ト-アンの牽底エネルギーは,K行列rLよ9展開される｡
特に興味のある 5王‡｡Gj場 合につい`て ,ス ピン節存頁をベク トル陰盤の形にま
とめる事は容易 であD,交換板倉のKに よる表現が得 られるo i.ころで,IN
-2にも強観され'k様に,異 る2俸-方程式 を採 る事によP,異 る頗道展開が可
能 である｡ ここでは ,例 として,iN-2で扱われたもうひとつUJ定式化を,
原子の統計を取入れた場合に拡張 し,それによる頗動展開 を与え,交換力を求
めて,初めe)方法 と比叡 しよう｡
第 5章では ,交換相互作用に加え,更に格子点移動項 まで含め~年- ミル ト-
アンに従 う系を考 えるo こG'D掠 ,1陣場 LHこよる局在化 が良や とい う仮定o'3為
に,新 しい縮退が出現する｡実際 ,相互 作用のない場合の2原子基底状態 (エ
ネルギー280)は ,局在化か良いなら,2つV原子が各乍1捧基底状態 (エ
ネル嘉一eo)にあって,可能なすべての格子対に収まっている状態である｡
この縮退及び,原子の統計を正 しく反映 して2捧問題が解けた とすれば,有効
相互作用 (準行列 と呼ぼ う)を導入 して,議論 を第 2章に平行 して進める事-が
ノー-′
′ヽJ′
出来る｡ このK行列.VCよってもとo'32捧力 V督あらわ し,統計に応 じて外場 U
を定めて･食 - ミル トエア.ンの基底 戸 )†∴ギーを求めれば よ<ho こ C,方法は,固
体内で原子がバン ド運動 をするとい う結像 と,原子は各格子点 に堅 く局在化 さ
れ ているという括像d)中間に位置するもujと富えよう｡ 言





LH 竺 LU ′′=uU(a)+LU(ad)+uu(ae)
0 Ⅰ .Ⅰ (2.1)
の基底 エネルギーを求め る｡ 右辺o'3第 2項 までは .Ⅰ及 び IN-2で扱 った局




? ? ? ???? → . ･-ヰ
Embm(Ri)+bm(Ri) ･ (2･2)
u(ad)Ⅰ-一号 E U (niTi ;mTEi)bn(盲i)+bm(首i)i孤,n
･与 iも m.min .n2V(丘.Ein2盲 j･,- 1言 i- 2憲 j)
･bn l(冒iナ bn2(首J)+ bm 2(盲J)bm . (官i)I
(2.5)
(ae I'-(士,をi皇Jmlm 2nln 2 ～う ー → →Ll, E ･Ⅴ(n2RinlRi;m lRim 2Ri )
×bn l(盲i)+bn2(盲j )+ bm2(Rj)bm l(/le-i)
及 び
(2.4)
交換項 d(ae)a)符号は,ボーズ統計V)場 合に+,フェ ルミ統計｡場 合隆一でⅠ
ある｡原 子の統計を無視 したIN-2uJ方法 を ,統計を考慮 した場 合に拡張 し
一-･■ →
よ うo Ⅰと同様に 1陣場 vJワニエ表現wm (r-Ri)が ,1捧- ミル トニア
ンH(7)vj良い近似0,3固有状態 であると仮定 する :







相互作用e)無い時の2原子状態 を決め よう｡ 2捧- ミル ト- ア ン
豆(7,7)-H(7)+H(マ()I, (2.6)
は,粒 子U)入れ換え演算子Pと可換だから,fiとPの同時固有状態 を採 る :
くr,r'lmRinRj;±>








→ → -→ →
Plm RinRj ;S>-(S) 7mRinRj;S> ･ (2･9)
ここに,S-士,は ,PG(i)固有値である｡ この2終決態は次の直交関係をみた
チ ;
-→ ー -一ーナ ーー ー●
くm′R i′n′R ;7TS′7mR･nR｣;S>1
-∂ss′∂首iE li･∂首j･訂 j･∂mm,8nn′ (i>j･i′>j′)･
(2. 1 0)
次に我 々は,IN-2に従って,2捧方程式
- → → -一ゝ → _ → ー
〔H(r.r′)+Ⅴ(r-r′)､〕g(r,r′)-eg(了言 ′),
(2.11)
の基底状態 を考 えよ う｡ 2捧_Jlv(7-7′)は,!て ⊥7 -のみに依るから,
2捧- ミル トエア ソ
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-一→ - .ー → → →
H(r,r/)-H(r,r')+Vい -r/) , (2.12)
もPと可換 である｡従 ってF(7,7 ′')も同時にPの固有状態 とし得 る :
pF(カ ニ(±)F.(±)･ (2･15･)
全 - ミル ト- ア ン,LJV ′′ に従 う系においては,d ′に よって格子に配列 され
た原子が,交換相互 作用によって,互 VIO'D位置を交換 し得 るが,原子対が もと
の格子点 の対から,別の対に移 ってしま うことはないOそ こで,2捧方程式
E≡∃ =≡∃
(2･ ll)を解 く際に ,2つの格子点 (Ri･Rj,i≒ j)に置かれた2
原 子が ,別の格 子点対に移る事はない として良ho原子U)入れ換 え対称性を考
慮 すれば ,その様な解は ,次で与えられ る




I-1? ･-ケ ･ーさ ･--事
Q(±)ij-1一lORiORj;±><oRiORj;±1･ (2.16)
上において ,相互 作用 Ⅴが加わって,縮退 していた自由な2体畢底状態は ,エ
ネ ル ギ ーが e(±)a),2つ61)状態 に分 かれる :




--一与 ･-一卓 -ヰ ･-･タ





















この方程式 では･格子対 (Ri,Rj)は固定 されてVlる0億a'対 では･対応
するK行列が,同様の方程式をみたす｡ さて,直交規格化 と,Kの定義 とから
( i,Jは暗 )
Ae(±)三e(±)-E(00)-Ktt)-(00;00) , (2.25)
に注意すれ勘 (2･22)杏,_vi'Cついて解 く事が出来る :
持 古(千 ) p(+)+V (-)p(-), (2.24)～
ただ し
Ⅴ(±)=K(±)-K(±)G(±)K(±)+Ae(±)a(±)G(±)2K(±)






次 には,列場 uを,K行列に よって定め よう｡ このUe)表現を.1捧方程式
(2･5)及 甲2体方程式 (2･i1)と組み合わ掌 ることによD,ひとつの
セJL,フコソシステ ントな系が作 られるOこ0'D系を解 いてKを求めれば ,全- i
ル トエア_ンLU ′′ の基底 エネルギーを,Kで摂動展開する事 はやさ しいO統計
に よる違いを考慮 して,2つの場 合に分けて考 えよう-
a)原子スピン Dの場 合 ( 4上‡e) :
外場 Uは
~→ 一･-ナ ーーー ▲ →
ui(n;m)= 議 i)iK(nRiORj;mRiORj)









か ら出発 し,Ⅴの展開 (2･25)と,Uの定義 とを用いて,LU ′′の基底 エネ
ルギーをKで摂動展開 しよう｡その結兵は,入れかえ演算 に対 して対称 夜場合
のK行列 ,,a(+)の みがあらわれて,IN.-2の結果 をK(+)で轟 き下 したも
o'Dと全 く同様 となる｡
b)原子スビバ /20)場合 (5He):
各原 子()ス ピンC)第 5成分/i-± 1/2を陽に昏けば,外場疫
ui(np ′ ;-P'-fj芸 i) 〟1 叫 → → →
EH叛 np′RiOpIRJ;mpRiOpIRj)





で与えられるO スピン自由度 まで含めた自由恵2捧状態を,前 と同様に決めよ
う｡軌道部分 とス ピン部分 を分けて昏 くと
7-pRinP,Rj';･>毒 恒 Ri岬 声 >-pp , ;+,









1歳 ′ ;±>青 い p'-p′>±-p′>lp')I
は ∴次の様に直交化 ざれている･.




くP'lP2' ; SJIp,〟2',S >=Sss,i∂p,FL. ′ 8p2P2′
+(S) ∂p .p 2 / 8 LL2it, , i･
(2∴52)
これらによってU.を暮虐換 えよう;





上 で,和の各項 が,反平行 スピシ及 び平行 スピンOi)場 合U)平均 になっている事
忙注意 しよう｡
無頗動- い レト-アンH(oa)U)基底状態昼











こ こに ,〈JL) は,スピンの組
(両 …(〟1,〟2, --, 〟N) ,〟i-±1/2 ,
(2.ー55)
とする｡ こ0'D基底掛態をもとにして,H ′′ の基底 エネルギーE ′′(〟)をK
行列で展開する事はたやすho例 えばKの l択までで





















? ? ?? ? ?
(2.58)
(2･59.)









で与えられるoただ し･J(1)iiは0(A )で(,)交換積分 である:
J( り i ョ- i-i (+ )ii(00;00 )-K (- )ij(00･'00 )
~-す → → ｢
-2Kij(ORjORi;0RiORj)-e(+)ij-e(-)ij･
(2･42)
入れ換 え対称性による差が無視 され得 る場 合
(e(+h-eト ))/2≫ le(+)-e(-)1/2,
には ,上は夫 々,(±)a)差を無視 して,
E(1㌔=-(1/2).∫.K ij(00;00)1≒J





以上 で,原子の統計を考慮 して全- ミルト'ニアンLU ′′の基底 エネ ル嘉一を2
体有効相互作用-K行列 -で展開するセルフコソナステントな方法が与えられ
た｡ しかしながら,IN-2に明 らかにされたようyE,異 る2体方程式から出
発 し異 る有効相互 作用を展開パラメーターとして採 る事によって,異 る無動展
開 を実行する事が出来る｡ この任意性は ,原子の統計を考慮する場合でも変 ら
ないOそこで,例 として.iN-2に述 べられたL行列による.定式化を,統計
を考 えた場合に拡張 してみ よう｡ 2捧方程式は次とする;
(再(㌫ {,)+Ⅴ′(芦 {,)〕少(7,?,)-e少(T,rl ),
(2.45)
こ こに,Ⅴ′は,前述の2捧方程式 (2.11)で数え過 ぎていた相互作用攻
管,もとのⅤから差 し引いた新 しい相互 作用 とするO差 し引 き項は外場 Uを定
めればただちに求Jl3:る｡ 前 と同位に,入れ換 え対称性を考蕗 して新 しい2終方
程式 褒弾き, 有効相互作用 -L臼行列 -を定める｡L行列に よb新 しい相互作
用 Ⅴ′を展開 し,統計rL応 じて外場 Uを定め,全- ミルトニアンd ′′の基底エ
ネ ルギーのL(±)に よる摂動展開を行 うo 結果は,原子ス ピンロ(4fte)に
対 しては,IN-2のL行列展開をL(+)で牽きかえたものに同 じとなる○ ス
ピン1/2(5王ie)の場合には･o (L)までe)展開で･b)のKtt)によ





これ ら2つO'D方法の差は ,2捧方程式 (2. 11.)と(2.45)における,
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相互作用の数え過 ぎの有無,旨い換 えれば,数 え過 ぎの差 し引 き項の有無によ
る外場 e)差である(図 1),.第 1の方法 では,各原子は外場に よb各格子点に
局在化されていて相互 作由を行 う(図 1a)が,第 2の方法では,滴 者に存在
した外場 oIDカベが戟除かれた場 の中において相互 作用を行 う｡
b)
図 1. 実線は外場 を,点線は 1捧汲助函数 を,波線は相互
作用 Vを示す
直観的には第 201)方法uj方が,原子の交換を容易にする保に見 えるo 勿論 ,基
底 エネルギ VーJ頗勧展開を充分高次まで採れば,いずれ(/)方法 でも同 じ交換蹟






この仮定に止まらず,我 々の描像が更に,格子点移動を伴 う場 合にも拡張 し得
る番 を示そ う｡
解 くべき全-ミルトニアンは次である:
元 d ′′′- N ′′+ 雪 b) I
-467-
(5.1)
苦笑 ,xi早 は格子点移動相互 作用
Ji')ニーiE*j mn → → →E U(nRj;m･Ri)bn(Ej)+ bm (Ri)
--･ナ ､一一事
+(1/2)(i,j)*-; i,,j′)-.孟2nln2V(nlRi′n2Rj′;
ー ･･→ -･す I -ナ l → --I
mlRim 2Rj )Xbnl(i'i･)+ bnl(Ri･)+bm2(RJ)bml(Ri)･
(5.2)
-→ --･ゝ -･サ → ･一ナ →
格 子点移動項 U(nRj;mRi)及びⅤ(nlRi'n2Rj;m lRim 2Ri)を･
2原子間 の有効相互作用 と関係付けな くてはならない｡ 解 くべき2体方程式は ,
-ゝ
前章の第 1Vj方法で用いた(2.11)であるとしよう｡ ワニエ政 をH(r)
の良い固有状態であるとした為 に,自由な2原子率底状態 (エネルギー280)














である｡波動行列 β 及び有効相互作用 K は ,次で定める:
少L+)-G～(±)川 0;±>






ここに,サ(±)汰 (2.1日 の解 毒あD,また
百(±)ニト LOO;±><｡｡;± i ,
であるとする｡ この とき,
(5.7)
C(±)ij-くORiORi;土 Iや(j=)> ･ (5･8)
I-ト ~-~L,
は ,次の固有方程式 をみたす r':
i･,f j,'i'e-'芸(I,:'ooRDi,''oSRRJji.ai;'oR6iEojRijj,'}｡L.,i′j′ =｡ 丁
-~一 一･◆ -+ -
(5.9)
2鉢のエネルギーe(±)は ,この方程式 uj固有値であ9,もしも縮退が完全に
解 けた とするなら･叫 換 え対称性毎に,各去N(町 日 本C,)レ- -- か







良いなら,これ らの t/ベル問の広が Dは小さ く,しかも異 る入れかえ対称 uJレ
ベルは,互いに痕 じb合 う皐 は帥 として良小｡そ こで我 々は,(5.6)の
エネルギー分母 に お ける e出 を,これらの L,ベルの中から,異 る入れ換 え対
称性毎に,各ひとつ,例 えば各 々の場合の最低 エネルギー値 ,を採 って近似 し
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よ うd こ0'3時K行列 は 工 ,I,ミト的 とな 9,Kに よる Vの展開は ,
Ⅴ-k(士)一定(±)G～ (±)IT (辛)+o(～K5) , (5.10)
となる｡ こ こyC
石 (±)≡(8(00)-a)一一Q～(±). (5.11)
･.代表的 "ェネルギ-レベルe(±)a).縮退 エネルギー8(00 )からのずれ
はO(K )でめb,その影響は ,ve)展開 では0(～KS)からしかめち われて
′ヽ■′
来 ない事 に注意 しよう.0
次 に践 々は外場 UV)もJt,フコソシステ /トな表現を与え,- ミA,ト-ア ン
Ld′′ の基底 エネJLギーをKで展開 しよう-










で与えるo無摂動 - ミル ト-ア ンd(oa) ()基底状態 ( 2･29)から出発すれ′■ヽ′
ば ,H ′′′ の基底 エネJL,ギーE′′′は ,Ke)1次で ,
E ′′′ -eo.三一(1/2) 3 K(+).
i≒j lJ(OD;00) , ･(5･14)
とな る. 格子点 移劫項 巧 の寄 与が 消え る･0 は ･.基底状態¢｡が,"
結 晶 "である為 である o "不完全結晶 "a)中間状態 を許せば .高次項にuUYJ
の寄与があらわれ縛 るO この際 , ランダムフェイズ近似潅対応する消 し合 いが





ー → -｢> -一■
増 ｡-lS 2 U(nRj;-Ri)ら+(n盲j)b(-Ri)1年J'mn
~`■'ケ →
十日 /2) E I V(nlR声 2R;;mlRim 2Ri)
(i･j)* (ir･jt)mlm2nln2
→ l 一-I -⇒ ( ~う
×ib(nlRi･･)十b(mlRi.)く 町 b(n2Rf･1 + ら(m･2Rj)-¢O>
_-～ i → -う･ l →
←b(nlRi′)+b(m2Rj)<00-b(n2Rj′)+b(mlRi)-¢O>




～ D+O('i 2) ,
(5･15)








U(ndRij;m遥 i)-3pp･i･(*f."(1/4)酢 nS jOg j･;垂 Pai･)
･5貰い )(n言j品 ′;-首i吟 ,)･･ (5･,-7)
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無摂動状態 (2･54)を出発に とって〟 ′′′ の基底 エネルギ Eー′′′〈〟)を ･′､ノ
正で展開する事はたやすい :実際 ,O(K)で次を得る:
I:(l)
E′′′(p)~ ぞD壬′E晶 , (5･18)








良 く,交漁e)み可能な場合 と,格子点移動 もあD得るとした場合 との両方の定
式化 を述べ ,更に前者には,2通 bの方法 を示 した｡
交換力aJ問題だけでな く,凝集 エネルギー2)75),音波a)問題 1) を取扱 う
際 にも,常に我 々の恩給の鍵をな しているa)は,2体方程式 を如何に良い近似
で,セルフコンシステンシイを操ちながら,解 くかである｡趣 く初歩商 な近似
に基いた凝集 エネ',Vギー値a)計算が IN-1に実行されておD･満足 すべき結
果 を与 えたO更に進んだ計算を行 い,入れかえ対称性や,第 5章に注意 した縮
退 を正 しく処.埋 して.凝集 エネルギー('D詳 しい計算 ,音波の分散関係及 び交換
■
鉄分o'D計算を実行する事によD,銃々の度論が量子固体の統一的な記述の基準
とな 9得るかが判定 され よう｡
尚,交換枝分れっいてIN-1leJ結果 から言え､る轟をあげ よう｡ そこでの計
算によb固捧ヘリウムの 1原子波動函数の広がDが ,モル体軽と陣に,ほぼ線
虫 的に鮮少すーる事 を見た (IN-1の図 1を見 よ)o これは,-ー ドコア効果/I
の反映 に夜かならないが i更に,交換墳分に対 し七,それが,圧力を増 した時,
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単純 な予想 とは違ってむしろ汐少する事 を予測 させるOこ一の事 は実験的に も確
かめられている｡
終Dに ,この稿及び前稿のまとめ迄に,東大教養物選の岩本文明氏が与えて
下さった ,数多くの御教示 とシックゲキレイに感謝 したいO特′に交換績分に対
する最後のコメントは岩本氏に依る｡
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